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						ZADANIANADOWODZENIE
					
				

				
					
						GEOMETRIA, cz. II
					
				

				
					
						Wojciech Guzicki
					
				

			

			
				
					
						W arkuszach maturalnych w ostatnich dwóch latach znalazły się zadania geome
					
				

				
					
						tryczne na dowodzenie. Za poprawne rozwiązanie takiego zadania w arkuszu podsta
					
				

				
					
						wowym zdający mógł otrzymać 2 pkt, w arkuszu rozszerzonym 4 pkt lub 3 pkt. Przy
					
				

				
					
						wystawianiu oceny za rozwiązanie zadania na dowodzenie kierowano się zasadą, że do
					
				

				
					
						wód matematyczny powinien być kompletny i tylko w wyjątkowych sytuacjach można
					
				

				
					
						uznać, iż zdający „pokonał zasadnicze trudności zadania”, mimo że nie doprowadził
					
				

				
					
						rozwiązania do końca.
					
				

			

			
				
					
						W tym opracowaniu, będącym kontynuacją pierwszej części, pokazuję 22 kolejne
					
				

				
					
						zadania geometryczne na dowodzenie, w większości o podobnym stopniu trudności jak
					
				

				
					
						zadania ze wspomnianych wyżej arkuszy. Przyjmuję natomiast, żeza poprawne rozwią
					
				

				
					
						zaniekażdegoztychzadańprzyznajesię2lub3pkt(3pktwprzypadkuzadańzarkusza
					
				

				
					
						rozszerzonego). Kwestia, za jakie rozwiązanie częściowe można przyznać 1 pkt (lub 2
					
				

				
					
						pkt w przypadku zadania za 3 pkt), jest w każdym przypadku sprawą dyskusyjną.
					
				

			

			
				
					
						W pierwszej części pokazałem trzy typy zadań na dowodzenie. Pierwszy polegał
					
				

				
					
						na tzw. „rachunku kątów”. Drugi typ zadań to proste nierówności geometryczne, w do
					
				

				
					
						wodzie których wykorzystuje się tzw. nierówność trójkąta. Wreszcie trzeci typ zadań
					
				

				
					
						to zadania, w których korzysta się z przystawania trójkątów. W tej części pokazuję za
					
				

				
					
						dania, w których korzystamy z twierdzenia Pitagorasa oraz z podstawowych twierdzeń
					
				

				
					
						dotyczącychgeometriiokręgu.Chcętuzwrócićuwagęnato,żeniektórezadaniazostały
					
				

				
					
						sformułowane jako zadania na dowodzenie, chociaż główna część dowodu to po prostu
					
				

				
					
						obliczenie (np. wykorzystujące twierdzenie Pitagorasa). Chciałem w ten sposób uwi
					
				

				
					
						docznić, że niektóre zadania obliczeniowe są w istocie zadaniami, w których konieczne
					
				

				
					
						jestprzeprowadzenierozumowania,aobliczeniejesttylkojegoczęścią.Głównaczęśćroz
					
				

				
					
						wiązaniamożepolegaćnaułożeniurównania;rozwiązanietegorównaniajestjużsprawą
					
				

				
					
						rutynową. Ułożenie równania czasem wymaga rozumowania na tyle nietrywialnego, że
					
				

				
					
						kwaliﬁkuje zadanie nie jako zadanie ze standardu „modelowanie” czy „strategia”, ale
					
				

				
					
						jako zadanie na rozumowanie, wnioskowanie.
					
				

			

			
				
					
						We wszystkich przedstawionych dowodach korzystamy z następujących twierdzeń
					
				

				
					
						geometrycznych, które powinny być dobrze znane każdemu maturzyście:
					
				

				
					
						1. Twierdzenie Pitagorasa.
					
				

				
					
						2. Twierdzenie o kątach środkowych i wpisanych.
					
				

				
					
						3. Twierdzenie o kącie między styczną i cięciwą.
					
				

				
					
						4. Twierdzenie o równości odcinków stycznych.
					
				

				
					
						5. Warunkikonieczneiwystarczającenato,byczworokątmożnabyłowpisaćwokrąg
					
				

				
					
						lub opisać na okręgu.
					
				

				
					
						6. Twierdzenie o współliniowości środków okręgów i punktu styczności.
					
				

			

			
				
					
						1
					
				

			

		

		
			
				
					
						ZADANIA
					
				

			

			
				
					
						1. TwierdzeniePitagorasa
					
				

				
					
						1. 
						Danyjestprostokąt
						ABCD
						idowolnypunkt
						P 
						położonywewnątrztegoprostokąta.
					
				

				
					
						Udowodnij, że 
						AP
					
					
						2
					
					
						+
						CP
					
					
						2 
					
					
						=
						BP
					
					
						2
					
					
						+
						DP
					
					
						2
					
					
						.
					
				

				
					
						2. 
						Dany jest trójkąt prostokątny 
						ABC
						, w którym ∡
						C 
						=90
					
					
						◦
					
					
						. W tymtrójkącie popro
					
				

				
					
						wadzono środkowe 
						AD 
						i 
						BE
						. Udowodnij, że 4
					
					
						·
					
					
						(
						AD
					
					
						2
					
					
						+
						BE
					
					
						2
					
					
						)=5
					
					
						·
					
					
						AB
					
					
						2
					
					
						.
					
				

				
					
						3. 
						Przekątne 
						AC 
						i 
						BD 
						czworokąta wypukłego 
						ABCD 
						są prostopadłe. Udowodnij, że
					
				

				
					
						AB
					
					
						2
					
					
						+
						CD
					
					
						2 
					
					
						=
						AD
					
					
						2
					
					
						+
						BC
					
					
						2
					
					
						.
					
				

			

			
				
					
						2. Geometria okręgu
					
				

				
					
						4. 
						Dany jest okrąg o środku 
						O 
						i promieniu 
						r
						. Cięciwę 
						AB 
						tego okręgu przedłużono
					
				

				
					
						poza punkt 
						B 
						do punktu 
						C 
						takiego, że 
						BC 
						= 
						r
						. Półprosta 
						CO 
						przecina okrąg
					
				

				
					
						w dwóch punktach 
						D 
						i 
						E
						; punkt 
						D 
						leży na zewnątrz odcinka 
						CO
						, punkt 
						E 
						leży
					
				

				
					
						wewnątrz tego odcinka. Udowodnij, że ∡
						AOD 
						=3
					
					
						· 
					
					
						∡
						ACD
						.
					
				

				
					
						5. 
						Dwa okręgiprzecinają sięw punktach 
						A 
						i 
						B
						.Odcinki 
						AC 
						i 
						AD 
						są średnicami tych
					
				

				
					
						okręgów. Udowodnij, że punkty 
						C
						, 
						B 
						i 
						D 
						są współliniowe.
					
				

				
					
						6. 
						Dane są dwa okręgi: odcinek 
						AB 
						jest średnicą pierwszego, punkt 
						B 
						jest środkiem
					
				

				
					
						drugiego.Prostaprzechodzącaprzezpunkt
						A
						przecinapierwszyokrągwpunkcie
						K
					
				

				
					
						różnymod
						A
						iprzecinadrugiokrągwpunktach
						M 
						i
						N
						.Udowodnij,że
						KM 
						=
						KN
						.
					
				

				
					
						7. 
						Punkty 
						A
					
					
						1
					
					
						,A
					
					
						2
					
					
						,...,A
					
					
						12 
					
					
						dzielą okrąg na 12 równych łuków, tak jak na rysunku:
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						11
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						12
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						1
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						10
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						2
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						9
					
				

			

			
				
					
						Q
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						3
					
				

			

			
				
					
						P
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						8
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						4
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						7
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						6
					
				

			

			
				
					
						A
					
					
						5
					
				

			

			
				
					
						Cięciwa 
						A
					
					
						8
					
					
						A
					
					
						3 
					
					
						przecina cięciwy 
						A
					
					
						11
					
					
						A
					
					
						7 
					
					
						i 
						A
					
					
						11
					
					
						A
					
					
						5 
					
					
						odpowiednio w punktach 
						P 
						i 
						Q
						.
					
				

				
					
						Udowodnij, że trójkąt 
						PQA
					
					
						11 
					
					
						jest równoramienny.
					
				

				
					
						8. 
						Trójkąt równoboczny 
						ABC 
						jest wpisany w okrąg. Punkt 
						D 
						leży na krótszym łuku
					
				

				
					
						AB
						. Punkt 
						E 
						leży na odcinku 
						CD 
						oraz 
						DE 
						=
						DB
						. Udowodnij, że trójkąty 
						BAD
					
				

				
					
						i 
						BCE 
						są przystające.
					
				

				
					
						9. 
						W trójkącie ostrokątnym 
						ABC 
						poprowadzono wysokości 
						AD 
						i 
						BE
						. Udowodnij, że
					
				

				
					
						∡
						EDC 
						= ∡
						BAC 
						i ∡
						DEC 
						= ∡
						ABC
						.
					
				

				
					
						10. 
						Punkt 
						E 
						leży na boku 
						BC 
						kwadratu 
						ABCD
						. Kwadrat 
						BEFG 
						leży na zewnątrz
					
				

				
					
						kwadratu 
						ABCD
						. Okręgi opisane na tych kwadratach przecinają się w punktach
					
				

				
					
						B 
						i 
						H
						. Udowodnij, że punkty 
						D
						, 
						H 
						i 
						F 
						są współliniowe.
					
				

			

			
				
					
						2
					
				

			

			
			
			
			
		

		
			
				
					
						11. 
						Trójkąty równoboczne 
						ABC 
						i 
						BDE 
						są położone tak, że punkt 
						B 
						leży wewnątrz
					
				

				
					
						odcinka 
						AD 
						oraz wierzchołki 
						C 
						i 
						E 
						leżą po tej samej stronie prostej 
						AD
						. Okręgi
					
				

				
					
						opisanena tychtrójkątachprzecinają sięwpunktach 
						B 
						i
						F
						.Udowodnij, żepunkty
					
				

				
					
						C
						, 
						F 
						i 
						D 
						są współliniowe.
					
				

				
					
						12. 
						Nabokach
						AC 
						i
						BC 
						trójkątaostrokątnego
						ABC 
						zbudowano,nazewnątrztrójkąta,
					
				

				
					
						dwa trójkąty równoboczne 
						ACD 
						i 
						BCE
						. Okręgi opisane na tych trójkątach rów
					
				

				
					
						nobocznych przecinają się w punktach 
						C 
						i 
						F
						. Udowodnij, że punkty 
						A
						, 
						F 
						i 
						E 
						są
					
				

				
					
						współliniowe.
					
				

				
					
						13. 
						Na bokach 
						BC
						, 
						AC 
						i 
						AB 
						trójkąta 
						ABC 
						wybrano odpowiednio punkty 
						D
						, 
						E 
						i 
						F
						.
					
				

				
					
						Okręgi opisane na trójkątach 
						AFE 
						i 
						BDF 
						przecinają się w punktach 
						F 
						i 
						G
						. Udo
					
				

				
					
						wodnij, że ∡
						DGE 
						= ∡
						BAC
						+ ∡
						ABC
						.
					
				

				
					
						14. 
						Dwa okręgi przecinają się w punktach 
						A 
						i 
						B
						. Prosta przechodząca przez punkt
					
				

				
					
						A 
						przecina te okręgi w punktach 
						C 
						i 
						E 
						różnych od 
						A
						; prosta przechodząca przez
					
				

				
					
						punkt 
						B 
						przecina te okręgi w punktach 
						D 
						i 
						F 
						różnych od 
						B 
						(zob. rysunek).
					
				

			

			
				
					
						A
					
				

			

			
				
					
						E
					
				

			

			
				
					
						C
					
				

			

			
				
					
						D
					
				

			

			
				
					
						B
					
				

			

			
				
					
						F
					
				

			

			
				
					
						Udowodnij, że proste 
						CD 
						i 
						EF 
						są równoległe.
					
				

				
					
						15. 
						Dwa okręgi przecinają się w punktach 
						A 
						i 
						B
						. Proste przechodzące przez punkty 
						A
					
				

				
					
						i 
						B 
						przecinają jeden z tych okręgów w punkcie 
						C 
						różnym od 
						A 
						i 
						B 
						oraz przecinają
					
				

				
					
						drugiokrągodpowiedniowpunktach
						D
						i
						E 
						różnychod
						A
						i
						B
						.Prosta
						k
						jeststyczna
					
				

				
					
						do pierwszego okręgu w punkcie 
						C 
						(zob. rysunek).
					
				

			

			
				
					
						k
					
				

			

			
				
					
						A
					
				

			

			
				
					
						D
					
				

			

			
				
					
						C
					
				

			

			
				
					
						B
					
				

			

			
				
					
						E
					
				

			

			
				
					
						Udowodnij, że prosta 
						k 
						jest równoległa do prostej 
						DE
						.
					
				

			

			
				
					
						3
					
				

			

			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
			
		

		
			
				
					
						16. 
						Wczworokąciewypukłym
						ABCD 
						poprowadzono przekątną
						AC
						.Okręgiwpisanew
					
				

				
					
						trójkąty 
						ABC 
						i 
						ACD 
						są styczne zewnętrznie. Udowodnij, że w czworokąt 
						ABCD
					
				

				
					
						można wpisać okrąg.
					
				

			

			
				
					
						3. Okręgi styczne
					
				

				
					
						17. 
						Dany jest odcinek 
						AB 
						o długości 2. Punkty 
						A 
						i 
						B 
						są środkami okręgów o promie
					
				

				
					
						niu2.Udowodnij,żeokrągstycznydoprostej
						AB 
						orazstycznywewnętrzniedoobu
					
				

				
					
						okręgów o środkach 
						A 
						i 
						B 
						(zob. rysunek), ma promień równy 
					
					
						3
					
					
						4
					
					
						.
					
				

			

			
				
					
						A
					
				

			

			
				
					
						B
					
				

			

			
				
					
						18. 
						Dany jest trójkąt równoboczny 
						ABC 
						o boku długości 2. Punkty 
						A
						, 
						B 
						i 
						C 
						są środ
					
				

				
					
						kami okręgów o promieniu 2. Udowodnij, że okrąg zawarty wewnątrz tych trzech
					
				

			

			
				
					
						3).
					
				

			

			
				
					
						C
					
				

			

			
				
					
						A
					
				

			

			
				
					
						B
					
				

			

			
				
					
						19. 
						Dany jest odcinek 
						AB 
						o długości 2. Punkty 
						A 
						i 
						B 
						są środkami okręgów o promie
					
				

				
					
						niu 2. Udowodnij, że okrąg styczny do prostej 
						AB
						, styczny zewnętrznie do okręgu
					
				

			

			
				
					
						4
					
				

			

			
				
					
						okręgów,stycznywewnętrzniedonich(zob.rysunek),mapromieńrówny 
					
					
						2
					
					
						3
					
					
						(3
					
					
						−
					
					
						p
					
				

			

			
			
			
			
			
			
		

		
			
				
					
						o środku 
						A 
						oraz styczny wewnętrznie do okręgu o środku 
						B 
						(zob. rysunek), ma
					
				

				
					
						promień równy
					
				

			

			
				
					
						3
					
				

			

			
				
					
						A
					
				

			

			
				
					
						B
					
				

			

			
				
					
						4. TwierdzeniePitagorasai okręgi
					
				

				
					
						20. 
						Wierzchołki czworokąta 
						ABCD 
						o bokach długości 
						a
						, 
						b
						, 
						c 
						i 
						d 
						leżą na okręgu o pro
					
				

				
					
						mieniu 
						r
						. Jeden kąt tego czworokąta jest prosty. Udowodnij, że jeszcze co najmniej
					
				

				
					
						jeden kąt jest prosty oraz 
						a
					
					
						2
					
					
						+
						b
					
					
						2
					
					
						+
						c
					
					
						2
					
					
						+
						d
					
					
						2 
					
					
						=8
						r
					
					
						2
					
					
						.
					
				

				
					
						21. 
						Wokręguośrodku
						O 
						ipromieniu
						r 
						poprowadzono dwieprostopadłecięciwyodłu
					
				

				
					
						gościach 2
						a 
						i 2
						b 
						przecinające się w punkcie 
						P
						. Udowodnij, że 
						OP
					
					
						2
					
					
						+
						a
					
					
						2
					
					
						+
						b
					
					
						2 
					
					
						=2
						r
					
					
						2
					
					
						.
					
				

				
					
						22. 
						Wierzchołki czworokąta 
						ABCD 
						o bokach długości 
						a
						, 
						b
						, 
						c 
						i 
						d 
						leżą na okręgu o pro
					
				

				
					
						mieniu 
						r
						. Przekątne tego czworokąta są prostopadłe. Udowodnij, że
					
				

			

			
				
					
						a
					
					
						2
					
					
						+
						b
					
					
						2
					
					
						+
						c
					
					
						2
					
					
						+
						d
					
					
						2 
					
					
						=8
						r
					
					
						2
					
					
						.
					
				

			

			
				
					
						5
					
				

			

			
				
					
						√
					
				

			

			
				
					
						2 
					
					
						.
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